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Recordando Integrales por Sustitución 


Fórmula de Integración por Sustitución (Integral Indefinida) 


| f(g)).g codx 


Sustituimos g(x) por ty g'(x)dx por dt. Si logramos determinar una primitiva P de 


f: $ f(Odt = P(t). Entonces obtenemos la integral f f (gu) g (Odx, reemplazando t por 
g(x) en la expresión de P(t). 


Es decir: 


Ejemplo 07- Integrales por Sustitución 
f (3x?—1)'. 6x dx = 


Aplicando la definición para integrales definidas, podemos resolver de la siguiente manera: 


3 
de (3x? SS iy . 6x dx = [ee — 1).6x dx -2 (3x2 — 1) 
pu A 3 ) 


e 


fig(x)) g(x) Primitina 
ESE =-1 6r-1.0rd= [.du=30 
dt = 6x dx E 3 


Volviendo a la integral dada, se sigue: 


y 


3 1 2 1 
(3x?—1). 6x dx= 364-D*] =3[G.(3)?- 1D*- (3.(0)? — 1)*] = 5859 
TED) 44) 0RB. 


us PE e _ 
uego: [a (3x* — 1). 6x dx = 5859 
far) 9) 


Ejemplo 08- 


| ax.” ax — 2/2: . er dx 
gx) f(9gco) 


ON E a Du Tas 
x= du 


PRESTA 
ATENCIÓN 


Su y v son funciones continuas con derivadas continuas en un intervalo f entonces 
futoOv(o0dx =u(x) va) — fv(x) u(x) dx enJ 


O simplemente 


Nota: Para que sean eficaz las funciones u y v deben elegirse de tal manera que la última integral 
S v du sea más fácil de evaluar que la dada fu dv. 


Como lo expresa su nombre, para aplicar este método debemos identificar en el integrando “dos 
partes” y para ello es clave elegir correctamente a quién llamar “u”, la otra parte será “dv”. 


Ejemplo 1) 


so dae tas ] lx= x.Inx-x+C 
¡finxdx=xIlnx- fxzdx =xIlnx- fdx= 
C.A 
1 
u =Inx > du = . dx 
dv=dx=>vw=x 


verificamos: 


1 
(x.Inx—-x+C)=1.Inx + xo 1 = 


En resumen 


Integración de funciones racionales 


SiP(x) y Q(x) son funciones polinómicas, 4 


1) Si gr P(x) > gr Q(x) efectuamos la división de polinomios P(x): Q(x) y 


con Q(x) + O representa una función racional. 


expresamos. 
Lo” C(x ) + o donde gr R(x) < gr Q(x) V RÍ(x) =0 Píx) | Q(x) 
R(x) = C(x) 
P(x) R(x) Por alg. De división 
PA P(x) = Q(x). C(x) + R(x) 
Q(x) E J [eco MITOS Q(x) e Luego 
P(x) CO + R(x) 


Si gr P(x) < gr Q(x),; factoreamos el denominador Q(x) y expresamos 0 como 


suma de fracciones simples (o fracciones parciales), para lo cual deben hallarse 
primero las raíces el polinomio denominador. 


1. Silas raíces del polinomio denominador Q(x) son reales y distintas 


Q(60 =a,x" +4, 1 *+-+a,x* + aq, COn ar +0 


Sean 4;, 2, ..., A, las raíces de Q(x). Por el Teorema de la Descomposición 
Factorial, podemos expresar 


Q(x) = a, (x— 41). (x— 02)..... (X— Ap) 
P( 


Descomponemos Oíz o en fracciones simples: 
CIN P(x) descomposición en iS simples 
06) E 1). a (>)... e — An) 
A AS 
== +--+ 
an == X — Un 


Con A, A), ..., A, constantes a determinar. 


. Silas raíces de Q(x) son reales y algunas se repiten. 


Por ejemplo: Q(x) = (x— ay” (n es la multiplicidad de la raíz a) 
P(x) P(x) As A 7 di An 
060) G-a" x-a (xa? "(xa)" 


A1,..., An constantes a determinar. 
De modo general 
Q(A) =a,x" +4, 1" *+--+a,x* + a,, CON ar+0 
Si las 41, %z,... Ay Son raíces de Q(x),con multiplicidad múltiple k, h, ..., r 


respectivamente, se tiene: 


Q() = an(x— ay". (x— az)”. ....(x— ,)”, donde k+h+---+r=n 


Luego 


PG) P(x) 
060 a(x- aj) NN ay... (x— py 


DES a) A Po a 


A; Bi, ... , M¡ constantes a determinar 


2. Silas raíces de Q(x) son complejas y no se repiten 


En ese caso Q(x) tiene uno o más factores cuadráticos y ninguno se repite. Para 
cada factor cuadrático hay una fracción simple de la forma 
Ax +B 


x2+bx+c 


1 


En la práctica usaremos $ dt = arctgt 


t2+1 


- Q(x) tiene raíces complejas y algunas se repiten. 
En este caso Q(x) tiene factores cuadráticos que se repiten. 


Si la del factor cuadrático tiene multiplicidad k, tendremos fracciones simples de 
la forma 
A,¡x Y bi A>x + b Ax + By 
x+bx+c (xt+bx+c) (12+bx+0)* 


Ejemplos 


Doy a “x” dos valores pequeños 


ATAN TIA A IAN TIAN 


IAAVIANVIAN 
INIOANDNINOINONDNí 
MAVAVAA AAA 
NIOANDNINOINONDNí 
AAA AAA 


VINVIAN VIVAN VIVAN VIVAN VIVAN VIVAN VS 


ANÁLISIS MATEMÁTICO II | o io 
ANALISIS To... 


CLASE N* 16 
17-09-21 


Integración de Funciones Trigonométricas 


Estudiaremos integrales de la forma: 
J cos” x.cos"xdx  conm,neN 


Para resolver este tipo de integrales, utilizaremos algunas de las siguientes Identidades 


trigonométricas 


1. cos*x+sen*x=1 Identidad Pitagórica 
2. cos*x—sen*x = cos 2x 
1+c0s2. 1+cos 4: 

3. costx = == paraelc) cos?2x = == 

2 1—e«eos 2x 
4. sen“x = ——_— 

7 

5. sectx—tg*x=1 


Veamos los distintos tipos que se presentan según se tenga en el integrando 


CASO 1: Potencia impar del seno o coseno 


i) Si la potencia del seno es impar, conservar un factor seno y pasar los factores restantes a 
cosenos. Desarrollar e integrar. Se utiliza la Identidad Pitagórica. 
ii) Si la potencia del coseno es impar, conservar un factor coseno y pasar los factores restantes 


a senos. Desarrollar e integrar. Se utiliza la Identidad Pitagórica. 


Vemos el primer apartado del ejercicio: 
a) | cos?x dx = | vast2.cos x ax 


= | AEIEERER). cos x ax=| cos xdx — | sen?x.cos x dx 


o” 
HT 
sen?x 
= senx — - 
E 
2 2 uz  senóx 
C.A.: | sen*x.cosxdx = | u* du ie 


u=senx => du = cosxdx 


Caso2: Potencia Par del seno o coseno 


Si las potencias de seno y coseno son pares, se utiliza las identidades: 


) 1+c0s2x ) 1-—cos2x 


cos*x = ——I— sen*x = 
2 2 


Vemos s potencias 


1 + cos2 1 + cos2x 
0) | costxax = | (costa) dx = | costx .costx dx = | (== (A) dx 


1 1 
=S | (1+cos2x) .(1+ cos2x) dx = 4 | [1 + 2c052x + cos*(2x)] dx = 


e 2 O A 
=4 [$1 dx+ 2 f cos2x dx + $ cos*(2x) dx] =7 x+7sen2x+5x +3, sen4x+C 


1+c0s 4x 


ax=5|1a +5) epa eS 4 
> *=> x+>)|] cos4xdx=>3x +2 senáx 


ls feosao dx =/ 


2 1+c0s2x 


s A d 1+c0s 4x 
==> Para el c) la identidade sería cos?2x === 


De la identidad 3: cos 


CASO 3: Producto de potencias de seno y coseno con exponente impar 


d) f sen? x.cos? x dx = | (GBP)? senx. cos*x dx = | (WEAR)? senx.cos*x dx = 


1.Pit. 


senx + cos*x.senx.cos*x) dx = 


$ senx.cos*x dx —2 f cos*x.senx dx + f cos*x.senx dx =— $ u*du+2 f u*du-— f ufdu = 


continuar 


CASO: Producto de potencias de tg y secante con exponente par 


e) ftg?x.sectx= f tg*x.sectx.BEBPR dx = f tg*x.sectx(1+tg*)dx = --- continuar! 


sec?x — tg*x = 1 Identidad a utilizar 


Área: 


Si f es una función continua no negativa.El área de la región limitada por la gráfica de f, el eje 
x y las rectas de ecuaciones x = a y x = b está dada por A = FO) dx. 


Si Vx € [a,b], f(x) > 0: 


A= / 10) dx 


Si Vx € [a,b], f(x) < 0: 


A=-ff00dx 


Encontrar el área encerrada por f(x) =x*+x?*-—2x yeleje"x 


a) f(x) =vx-3 ena=3, b=7 
* f es continua en [3,7] pues su dominio es d[f] = [3,+00) 


x* f(x) >0, vxe[3,7] 


7 
E 7 16 
a= | i=3dx=3 /G—3 = E 
3 
3 


Área entre dos curvas 


Sean f y y dos funciones continuas en un 
intervalo [a,b], tales que, Vx E [a,b]: 
gu) <= f(x). El área de la región 
acotada superiormente por la gráfica de 
f , inferiormente por la gráfica de q, y 
entre las rectas de ecuación x= a y 
x = b está dada por: 


-b 
A= | FG) — go] dx 


También podemos escribir como: 


a)f(x)=x* y gx) =x+2 


¿Cómo determinar a y b? 
f() = 9(x) 


Portlisjr-i- ?2=0>3 


g(x) > f(x) vx [-1;2] 


A= f taco — f(x)ldx =f tes 2=x*ldx= (E+r2-5) 
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Integrales Impropias 


o. pb SÓ a 
Para dar el concepto de integral definida S. FG dx nos restringimos a: 


e Intervalo de integración [a,b] acotado 
e Función integrando f acotada en intervalo acotado [a, b] 


Extenderemos la noción de integral para los casos de: 


e Intervalo de integración no acotado: (—oo, b], [a, 00), (—00, 00) 
e Función integrando f no acotada en intervalo acotado [a,b] (f tiene una 
discontinuidad infinita) 


Esta extensión da lugar a las llamadas Integral impropia de primera especie e integral 
impropia de segunda especie respectivamente. 


Integral Impropia de Primera Especie (Dominio no Acotado) 
El INTERVALO de integración es NO ACOTADO. Puede ser del tipo: (—oo, b], [a, vo), (—0o, 0) 


” Sea f una función definida en [a, 0). 
Si f es integrable en el intervalo [a, t] 
para todo t > a y, 7 y es infinito 


lim 2 f 


diremos que f es integrable en [a, co) y se 
define 


Fr É x)dx = lim 2] f 


Importante: 


Si el ¿im E f existe y es infinito, se dice que la integral impropia converge C, si el limite no 
—=>00 


existe se dice que la integral impropia diverge D. 


Ejemplo: q 2 adx 


f() =Z,D, =R-(0) 


x2? 


f es continua en [1,t] para cualquier t > 1, y por lo tanto f es integrable en (1, t]. 


És t ) ; 
1 t lis 1 1 

RSE dx =-—x li Ah . (—D =1 . 

Jim $, 7 £= == im n (1 - 2) = 1 Existe y es finito 

Por lo tanto, la integral dada converge y 


pee . tdx 
1x2 taom”1x? 


|: 
ss 14xX? Si 


A E A 
| dad n( +12) => ní( +0)->3 n(2) 


Jim 55 == dx = Jim im [ Iin(1 + 1?) — in(2)] = 00 o sea, el límite NO es finito 


Por lo tanto Ez = dx DIVERGE 


C.A 


x 1 1p 1 1 1 0% , 
] 1+x2 dx =/ 2u du =3| PA du = 7 imlul =3 m1 +x | =3MmU+x ) 


d 
u=1+12 3% =x dx 


Sea f una función definida en (—oo, b]. 
Si f esintegrable en [t, b] para toda t < b y 
además existe y es finito: 


b 
lim | fiddx 
t—=—00 J¿ 


Diremos que f es integrable en (—oo, b] y se 
define 


b b 
| f (x)dx = ¿im | fiddx 
—on —00 Je 


mportante: 


. PTE á 7 ! ñ ; ó e ál 
Si ¿im y y f (x)dx existe y es finito, diremos que la integral impropia converge. Si dicho 
límite no existe, se dice que la integral impropia diverge. 


Ejemplo: hb) e dx 


00 2x-5 


f() = D; =R- (5 


1 
2x5? 2 


f es continua en [t, —1] para toda t < —1, entonces f es integrable en [t, —1] para toda 
t<-—1 


Pu: 5 In => m7 > infat 5| 
A E NILX = n n 


li r ax 1 E 7 —im/2s 5) = 
1m ' PA X Ra > n > 'N = 


t——o0 
Por lo tanto 


fax diverge 


—00 2-5 


1 1 1 1 
—du =-— Inlul =- inl2x-—5 
] : u > nlul > n|2x | 


u=2x-5> = = dx 


” Si están definidas las integrales 
impropias 


FE, y 7 con c € R se define 
O OO E 
Importante: 


La integral impropia ¡o f converge si ¡e fy 


UA f convergen, y diverge si alguna diverge. 


] - ax=| du => | A 
E, E E a O 


r Si están definidas las integrales 
impropias 


SE, vo f con c E R se define 
TISIASES 
Importante: 


La integral impropia E f converge si E fy 


f lg f convergen, y diverge si alguna diverge. 


Integral impropia de Segunda Especie (Dominio Discontinuo) 


La FUNCIÓN INTEGRANDO es NO ACOTADA en un intervalo acotado [a,b]. La función 
presenta discontinuidad infinita en algún punto de [a, b]. 


” Sea f una función definida en el 
intervalo [a,b) y no acotada en 
[a, b). (f es discontinua en b) 


Si f es integrable en [a, t] con 


a <t < by si además existe y es finito 
t 
lim x)dx 
lima [ 500) 


Diremos que f es integrable en [a, b) 


b t 
| FO) dx = lim ] f00 dx 
Ja tb”), 


Importante: 


a t j 
Si lim E f(x) dx existe y es finito, la integral impropia converge, de lo contrario diverge. 


. 8 
Ejemplo: So a 
f(x) ===, Df =R-— 18) f es discontinua en 8 


f es continua en [0,t] con O < t < 8, luego es integrable en [0,t] ,con 0 < t < 8 


m 32 . ú ns 
lim fo += = lim [6 a y (8 — t)?]| = 6 existe y es finito el límite 


t>8” 


Por lo tanto, la integral dada Converge y 
8 dx (€ dx 
| = lim =6 


u=8-—x>du = —dx>—du = dx 


” Sea f una función definida en (a, b] y 
no acotada en (a, b]. (f es discontinua 
en a) 


Si f es integrable en [t, b] con a < t < b 
y ademas existe y es finito 


"b 
lia), 100 as 


Diremos que f es integrable en (a, b] y 


b 


D 
] FG) dx = im, ] FO) dx 
>a+ ), 


a 


Importante: 


Si lim J f(x) dx existe y es finito la integral impropia converge, de lo contrario diverge. 
ar 


Ejemplo: ES dx 


FO = = ,¿Dp =>R—(0), f es discontinua en O 


f es continua en [t, 2] para0<t<2 , luego f es integrable en [t, 2]. 


hos l ES —p —1 p -1 -—1 A 1 
=Gdx=| x E A A 

pr —E 1 
ips ln (ap) => 


como el límite no es finito, la integral dada diverge 


fo dx diverge 


” Seala función f definida y no acotada en el intervalo 
[a, c) U (c,b] con c € (a, b) 


Si están definidas las integrales impropias 


SÉfCO dx y S2fG0 dx se define 


b E b 
] fO0dx = ] FO) dx + ] fO) dx 


; b ; : 
Importante: La integral S, f converge si las integrales UN fy 


b , j h 
S. f convergen y diverge si alguna de estas diverge. 


